CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,ce (O,%) astfel incat a+b+c= g . Demonstrati ca

tga-tgb+tgb-tgc+tgc-tga=1.

Solutie:
T

Avemca c=——(a4D), deCl 10 = ————— i e 2
2 (a:+b) 8 tg(a+b) P

< = 1-tga-tgb
L0 L o B e USRI 2p
tga + tgb
Obtinem cd (tga + tgb) -tgc=1-tga-tgb, de unde cerinta problemei ..........cccceeeeveererieneenienennee. 3p

2. In urma unui accident la o fabricd de produse petrochimice, o cantitate de 2 tone de nitrati a fost
deversata intr-un rau din apropiere. Concentratia de nitrati maxim admisa este de 0,05 mg /¢, iar
cea masurata 1n urma accidentului este de 250 mg / €. Masurile luate pentru remedierea situatiei
fac asa incat, in fiecare zi de la contaminare, concentratia de nitrati in zona respectiva sa scada
la jumatate fatd de ziua precedenta.

a) In céte zile concentratia de nitrati scade sub concentratia maxima admisa?
b) Stiind cd 10% din viata activd a zonei moare zilnic din cauza poludrii, aflati ce procent din
populatia initiald mai este in viatd in ziua in care concentratia de nitrati reintrd in limite normale.

Solutie:

a) Dupa n zile de la accident, concentratia de nitrati este %mg T e, 2p

Se impune conditia % <0,05 si obtinem n > 13, adica dupa 13 zile concentratia de nitrati scade

SUD €2 MAXIMA AAIMISA .....eeiiiiiieiieeiieeerieeeee et e et e et e e s b e e e teeesebeeaseseesssaeessseeassseesssseessseeasssessssees 2p
13
b) Dupa 13 zile, populatia devine (%j din cea initiald ........cccvvveviiiiiie e 2p
9 13
Procentul cerut este de (E) TT00Y0 ettt e eaaeenreas Ip

3. O functie f:R—>R, f(x) = ax’ +bx+c, cu a,b,ceZ, are
reprezentarea geometrica a graficului ca in figura alaturata.
a) Demonstrati ca, daca a- ¢ > 4, atunci |b| >5.
b) Determinati numarul a in cazul in care punctele A si B sunt:
A(1, 0), respectiv B(3, 0), iar triunghiul AVB are aria egala cu 1.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Solutie:

a) Parabola intersecteaza axa Ox in doua puncte distincte, asadar D2 > 48C ceoeeeeeeeeeeeeeeeeereeenn, 2p

Obtinem ca b’ >16 si, cum b € Z, rezulta ca |b| D SRS Ip

b) Avemca xy =2 = —21 , PIIN UIMATE D = =4 ..ot Ip
a

Din f(1) =0 deducemcaa+b +c =0, de unde c = 3a
Astfel, f(x) = a(x2 —4x+3),a#0. Observdm ca yy =f(2)=-a, asadar aria triunghiului AVB este
egala cu |a| e ST USRS Ip

Cum parabola are ramurile n sus, rezultd cd a> 0 giatunci @ =1 ......cccecveviieriiiriiieciieeeieeie e, Ip

4. Numim placa un triunghi dreptunghic, impreuna cu interiorul sau.
Dacda n € N, n > 4, demonstrati ca interiorul oricarui patrulater convex poate fi acoperit complet

cu n pldci care nu se supapun (au interioarele disjuncte).

Solutie:

Observam intai cd interiorul oricarui triunghi poate fi impartit Tn doud triunghiuri dreptunghice,
ducand 1néltimea din varful unghiului cel mai mare (precautie necesard daca triunghiul initial este
0] 01181411 0¥ 11 (o) RSP PURPRS 2p
Dacd n =4, o diagonald imparte interiorul patrulaterului in doud triunghiuri, iar dupa procedeul de
mai sus ob{inem 0 aCOPETITE CU 4 PLACT ..ecveerueiriieiieiie ettt et et e tee b e ebe e beeebeesseesseesseesnneens 2p
Daca se poate acoperi patrulaterul folosind k placi, putem realiza o acoperire cu k+1 placi
impartind una dintre placi in doua cu ajutorul indlfimii corespuzatoare ipotenuzei ........................ 3p

Noti: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a X-a

1. Un grup de patru tineri se numeste fiumos daca din grup face parte cel putin o fata. Stabiliti cate
grupuri frumoase se pot forma din echipa de dans sportiv a unui liceu, alcatuitd din Alina,
Bogdan, Cristina, Daniel, Elena, Florin, Gabriela si Horatiu.

TSI;) l:ct}llei})a de dans sunt 4 fete si 4 baieti, deci un grup frumos poate avea in componenta sa una,
doua, trei sau patru fete si restul (pana la 4) bAietl. .....ooovviiiiiiiii e 2p
Existd C, -C; =16 grupuri de patru tineri care confin cate 0 fatd, .................coceveervvnerennnn.n. 1p
C;-C; =36 grupuri de patru tineri care contin cate dOu fete, ................uverrrreneerivnneennns.. Ip
C; -C, =16 grupuri de patru tineri care contin cate trei fete ................cocovveiiiiiiineiiieeie... Ip
si C-C§ =1 grup format din Patrt fete. .........ccevuuiiiiiiieeiiie et Ip
Numarul total de grupuri frumoase este 69. ... ...t Ip

2. In plan, consideram multimea P a tuturor punctelor cu ambele coordonate intregi, precum si
multimea D a tuturor dreptelor care trec prin cel putin doua puncte din P .
a) Demonstrati ca prima bisectoare (dreapta de ecuatie y = x) apartine multimii D.
b) Demonstrati ca orice dreaptd din multimea D contine cel putin 3 puncte din multimea P .

¢) Demonstrati ca nu exista nicio dreapta oblica d in multimea D astfel incat A(1,+/2012)ed.

Solutie:
a) Cum punctele O(0, 0) si B(1, 1) se afla pe prima bisectoare si apartin si multimii P, deducem ca
prima bisectoare aparfine Mulfimii D . .......cceeoieiiiiieiiiei e 2p

b) Fie de D; atunci exista M(x,,y,) €dsiN(x,,y,) €d, cu X,,y,,X,,y, € Z. Se verifica imediat ca
simetricul punctului M fatd de punctul N este punctul S(2x, —X,2y, —yo) €d . oovririniniiinins 2p
c) Fie de D; atunci existd M(x,,y,) €dsiN(x,,y,) €d, cu X,,¥,,X;,y, € Z. Deducem imediat ca

panta dreptei d este m, = 1Yo o Q), iar ecuatia dreptei este y—y, =M (X —X;) - coerverererennenne Ip
X=X

Daca, prin reducere la absurd, A(l,v2012)ed, atunci +2012-y,=m,(1-x,), de unde

V2012 =y, +m (1-x,) € Q, contradicie! ..........ccoceviririiiiiiiiiceeeece e 2p

3. Smaranda alege atent un numdr natural a, apoi Nicu alege la intAmplare un numar real strict
pozitiv x. Dacd unul dintre numerele A =10-1log,(x”) sau B=1log,(16x) este cel putin egal cu

a, atunci Nicu 1i va face Smarandei un cadou in valoare de 3 lei.
Ce numar trebuie sa aleagd Smaranda pentru a fi sigurd ca va primi un cadou cat mai valoros?

SolutieMaST Networking, calitate in dezvoltarea competentslor cheie de matematica, stiinfe i tehnologii
I9J Caldrasi, ISJ Cluj, ISV lasi, ISJ Sibiu, ISJ Mehedintj

}? S‘ i

NETAM CIKINGS



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

10-a
Din A>asauB>a,deducem X <2 2 sau X > 2% i, 2p
Pentru a fi sigurd cd va primi un cadou, Smaranda ar trebui sd aleagd un numar a astfel incat
10-a
2 D 2 2p
T4 B ot T 1 ¢ T 2p
Cum functia a > 3° este strict crescatoare, Smaranda ar trebui sa aleagd numarula=6. ........... Ip

4. Fie u=2012"si v=2012""-2011"+2012"-2011°>" +2-2011",n e N.

a) Demonstrati ca exista valori ale lui n pentru care u<v.
b) Demonstrati ca exista valori ale Iui n pentru care u > v .

Solutie:
Observam ca
u—-v=2012"-2011"-2011"-(2012*" +2012" - 2011" +2011°")
=(2012" —2-2011")-(2012°* +2012" - 2011" +2011°"),
unde a doua paranteza este strict pozitiva, indiferent de valoarea luin. ....................ccoeeeeenn 2p
a) Pentrun =0 avem cd 2012° —2-2011° =—1<0,deci U< V. ....oovviiinriiiiiiiiiieeiieeiiee 2p
b) Folosind binomul lui Newton, pentru prima paranteza are loc evaluarea
2012" =2-2011" =(2011+1)" =2-2011" =C}2011"" +...+ C" =2011" > (n—201 1)201 1",
(Altfel, conform inegalitatii lui Bernoulli obtinem ca

n
2 ), 2
2011 )) P

Pentru n suficient de mare (de exemplu, 1 =2012) aVeM CA U > V. ..ooviiriiiiiiiiiiiiiienannanan, Ip

2012" -2-2011" =2011"( 1+L -2)22011"| 1+
2011

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
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Profil real, specializarea stiintele naturii

ClasaaXla

X2

1. Fief:[0,0) 5> R, f(x)=—o.
x+1
a) Scrieti ecuatia dreptei d care este asimptota oblica la graficul functiei f.
b) Argumentati ca functia f este convexa.

c) Demonstrati ca aria suprafetei cuprinsa intre dreapta d, graficul functiei f, dreptele x =1

. .
si x = 2 este mai mica decat E

Solutie:

Q) Q2 Y = X — | ittt e et e e b e b e teeera e e be e bt e erbeenbeenbe e saearseenbaesaeanseans 2p

b) f"(x)= 2 7>0,Vx e [0,00) = F@8te CONVEXA .....ocovoovereeciieceee e 2p
(x+1)

. . . 1
¢) Dreapta x = 1 intersecteaza pe d in A(l, 0) si graficul Iui f in B(I,Ej. Dreapta x = 2

intersecteaza graficul Iui fin C (2,%) sidreapta d In punctul D(2, 1) .ccoveeriiiviiiiecieeieeeeeeee 1p
. < Do 5
Aria ceruta este mai mica decat g z\gcp = g T 2p

2. a) Demonstrati cd ecuatia x° — x = m are cel mult trei solutii reale, oricare ar fi m € R.

b) Fiea, b, ¢, d € R cu proprietatea cia’ —a=b"—b=c’ — ¢ = d’ — d. Demonstrati ci determi-

1 1 1 1
a b ¢ d
nantul este nul.
a? b> ¢ d?

Solutie:
2) DEMONSIIATEA CETINECT 1eeovvvieerieeierieeiieesteeesteeestteesreeesereesssaeessseeesseessseeessseeessseessseesssseessseesssesenens 3p
b) Conform a), existd doud numere egale printre cele patru numere date ..........cccceeeeevienienieeens 2p
Atunci determinantul dat are (mécar) doud coloane egale, deci este nul ...........cccceevierceeiieiieninne 2p
I n n
3. Pentru fiecare numir natural n se considerd matricea A(n)=|n 1 n|.
n n 1

a) Demonstrati ca nu exista niciun numar natural n pentru care matricea A(n) sa aiba rangul 2.
b) Se numeste pas urmitoarea modificare a elementelor unei matrice de tipul A(n): fiecare
element de pe diagonala principald se mareste sau se micsoreaza cu 2, iar toate celelalte sase
elemente se maresc sau se micgoreaza cu 1. Stabilifi daca este posibil ca, plecand de la A(2),
dupa 2012 astfel de pasi, determinantul matricei obtinute sa fie egal cu 2012.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Solutie:
2) det A(N) = (20 + 1)(1=10)7 oottt Ip
O conditie necesara (nu si suficientd) pentru ca rangul matricei sa fie egal cu 2 este det A(n) = 0;
cum n este numar natural, deduCeM N = 1. ......cccviiiiiiiiiecce e e Ip
Insa, in acest caz, rangul matricei este 1 i concluzia Se IMPUNE.........cceceeeveeerieeiieriienieeie e Ip
b) Elementele de pe diagonala principald vor fi mereu impare. ..........cccceeveerieeciieseenieeie e Ip
Dupd un numiar par de pasi, elementele care nu apartin diagonalei principale rdman pare
........................................................................................................................................................... Ip
Determinantul matricei obtinute va fi astfel un numar impar, deci nu poate fi egal cu 2012
........................................................................................................................................................... 2p
4. O functie f:R > R, f(x)= ax> +bx +c, are reprezentarea

geometricd a graficului ca in figura alaturatd. Demonstrati ca:

a) 8a+2b+c>0

b) abc < 0.

o X
Solutie:
a) Lectura grafica aratd ca f(2)>0,deci 8a+2D+C 20 .oovorieeiieiieieeeeeeeeeeee e 2p
D) HM (X)) =40 2@ 3 0 oottt e e st e e s b e e e sta e e st e e e tr e e ertreesrraeetraeanraes Ip
X—>00

F(0) = 0> 0 ittt ettt et be et e et e e tb e e taeeaae et e e be e teeeraeebaeteeeaneeareeareans Ip
Deoarece f are doud puncte de extrem distincte, ecuatia de gradul doi care da punctele critice,
3ax’ +b=0 , are doud solutii reale distincte; deducem ca b <0 .....ccoeiiiiiiiiiiiiiieice e, 2p
T CONCIUZIE, ADC <0 ..ot Ip

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a XII-a

1. Fie multimea 2= {LEU, TIGRU, URS, LUP, IEPURE}. Pe £ definim o lege de compozitie
asociativa, notata ¢, descrisa mai jos:

v LEU TIGRU URS LUP IEPURE
LEU TIGRU URS LUP IEPURE LEU
TIGRU URS LUP IEPURE LEU TIGRU
URS LUP IEPURE LEU TIGRU URS
LUP IEPURE LEU TIGRU URS LUP
IEPURE LEU TIGRU URS LUP IEPURE

a) Cate legi de compozitie comutative se pot defini pe ¢/ ? Se afla 9 printre aceste legi?
b) Legea de compozitic 9 are element neutru?
¢) Calculati LEU?!? = LEU®LEU®..®LEU .

2012
d) Rezolvati ecuatia LEU9 x 9 TIGRU = I[EPURE, unde necunoscuta este x € /2.

Solutie:
a) Se pot defini 51° 1€Z1 COMULALIVE ...ttt sttt Ip

Legea 9 este comutativa, deoarece tabla operatiei este simetrica fatd de diagonala principala .... 1p
b) IEPURE este elementul neutru pentru legea 9 (in tabla operatiei, linia si coloana acestui element

coincid cu linia, respectiv coloana de DOrdare ............c.cccuveevieiiieiieiiiecieeceeee e Ip
¢) Se observa ¢i LEU® = IEPURE (€lement NEULIU) ..............o.oveveeveeeereeeeeseeeeeseseeeeeeseesese s Ip
LEU?*!2 = LEU? = LEUSLEU = TIGRU ...t 1p
d) Compunem la stanga cu LUP si la dreapta cu URS; obtinem unica solutie x = TIGRU
........................................................................................................................................................... 2p
2
2. Calculati Jmax {ln (1 +x2 ); 1} dx.
0
Solutie:
Fie f: R>R, f(x) = In(1 + x°) - 1. Deoarece f'(x)= 1 2X2 >0,Vx €[0,0), rezulta ca f este functie
+ X
CIESCALOATE P [0, 00) uvieuiieiieieiieiieitieeie et et e teesteeteeseessteesseesseesseessseenseensaeseesnseenseenssesnsesnseenseennss Ip
Deoarece f(0) =-1 si (\/ e— 1) =0, deducem ca
1, pentrux € [O,\/e—l]
max{ln(lerz),l}: .............................................. 2p

ln(1+x2),pentrux E[H,Z]
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CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Profil real, specializarea stiintele naturii

2 Ve-1 2
Jmax{ln(1+x2),1}dX= J. Idx + J ln(l+x2)dX= .................................................................. Ip
0 0 \/e_—l
=2In5 —4 + 2arctg2 + 24e—1 = 2a1ct@ Ve —1 ooiieiieee e 3p

2 2
3. Se considerd functiile f, :[0,1] > R, f, (x)=1+x" 4 x"*2" unde neN,n>2. Notim cu o,

aria subgraficului functiei f,.

a) Demonstrati ca \/c, =
n’+n

b) Demonstrati cd 2012,2012 < /G, +4/03 +...+4/05913 <2013.

Ln“ ,VneN\{0,1}.

Solutie:
1
1 n? nZ+2n+l
2 2
a) o =j(l+xn Tixn +2n)dx= e e Ip
n 2 2
0 n n“+2n+1 .
2
1 1 (n2+n+1)
=1+—2+ 5= S e Ip
n (n+1) nz(n+1)
\/7_n +n+1 n2+n+l |
n+1 e p
b) (o, =1+ =1+ 1 —1+l—L 2p
n n2+n n(n+1) T
1 1
Oy +4/C1 +...+./C =2013——- L2003 e 1
2 3 2013 2 2014 p

>2012,2012 .o Ip

1 1
\JOy +4/03 +...+4/C =2013-—-
2 3 2013 2 2014
4. Fien e N, n > 2 si polinomul f=X"-2nX"" +(2n2 —4)X“’2 +a,X"” +..+a, e C[X], avand
radacinile complexe x,,X,,...,X, .
a) Calculati (X, +%, +...+x, )’ —n-(xl2 +X3 +...+xfl).

b) Demonstrati ca f are toate radacinile reale daca si numai daca n = 2.

Solutie:
a) Folosind primele doua relatii Vieté, obtinem ca:
(X, +%X, 4. ¥x,) —n-(x,2 +x; +...+xi):4n2 —n[4n2 —2(2n2 —4)} =40 =8N oo 3p

b) Daca toate radacinile sunt reale, folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta ca
(X, +X, +. 4 X, )2 -n (Xl2 +X; +...+xi)£ 0. Tinand seama de punctul a), deducem cd n <2, prin

UTINATE 11 = 2 1.etiiiiiieeireesteeesereeeereessseeaeseessseeasssesasssessssesasssessssseesssesassseesssesasssssasssesssssesssesassseensssennes 2p
Reciproc, dacd n =2, atunci f = X* —4X +4, polinom care are ambele ridicini reale. ................. 2p

Noti: Orice rezolvare corectd se puncteaza echivalent.
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